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1 示すぞー！
1.1 定義
• 標準 n-単体 ∆n とは, Rn+1 の標準基底 e

(n)
0 , e

(n)
1 , . . . , e(n)n の凸結合 (係数の和が 1, 係

数はすべて 0以上となるような線形結合)で表される点の集合である.

以降, 写像の右上の数字は定義域の単体の右上の数であることと, 基底さえ決まれば準
同型, 線形写像が定まることに注意しよう. また Y X で X から Y への連続写像を表すこ
ととする.

• 面写像 d
(n−1)
i : ∆n−1 → ∆n は,

d
(n−1)
i (e

(n−1)
k ) =

e
(n)
k (k < i)

e
(n)
k+1 (k ≥ i)

で定まる線形写像を ∆n−1 に制限して (値域も ∆n に制限して)得られる写像である.
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• 境界写像 ∂n : ZX∆n

→ ZX∆n−1 とは, σ ∈ X∆n に対して

∂n(σ) =

n∑
i=0

(−1)i(σ ◦ d(n)i )

で定まる準同型である.((−1)i は単体の境界を取るときの向きに対応する)

• 写像 s
(n+1)
i : ∆n+1 → ∆n × [0, 1]は,

s
(n+1)
i (e

(n−1)
k ) =

(e
(n)
k , 0) (k ≤ i)

(e
(n)
k−1, 1) (k > i)

で定まる線形写像を∆n+1 に制限して (値域も∆n × [0, 1]に制限して)得られる写像であ
る.

• Φn : ZX∆n

→ Z
(
(X × [0, 1])∆

n
)
を σ ∈ X∆n に対して

Φn(σ) :=

n∑
i=0

(−1)i(σ × 1[0,1]) ◦ s
(n+1)
i

と置くことによって定義する. これは幾何学的には ZX∆n の元を縦に引き延ばすことに
対応する (表紙の図参照).

• iϵ : ∆
n → ∆n × [0, 1]を,

iϵ(x) = (x, ϵ)

で定義する.

1.2 証明
以降, 写像の合成記号は省略する.

補題 1.2.1. (補題 2.2.9) ∆n から ∆n × [0, 1]への連続写像として,

(1) s
(n+1)
i d

(n)
j = (d

(n−1)
j−1 × 1[0,1])s

(n)
i (i < j − 1のとき)

(2) s
(n+1)
j−1 d

(n)
j = s

(n+1)
j d

(n)
j

(3) s(n+1)
n d

(n)
n+1 = i0

(4) s
(n+1)
0 d

(n)
0 = i1

(5) s
(n+1)
i d

(n)
j = (d

(n−1)
j × 1[0,1])s

(n)
i−1 (i > j のとき)

証明. 基底 e
(n)
k ∈ ∆n をとって値が等しいことを示す.
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(1) (i < j − 1のとき)

s
(n+1)
i d

(n)
j e

(n)
k =

{
s
(n+1)
i e

(n+1)
k (k < j)

s
(n+1)
i e

(n+1)
k+1 (k ≥ j)

=


(e

(n+1)
k , 0) (k ≤ i)

(e
(n+1)
k−1 , 1) (i < k < j)

(e
(n+1)
k , 1) (k ≥ j)

=

{
(d

(n−1)
j−1 × 1[0,1])(e

(n+1)
k , 0) (k ≤ i)

(d
(n−1)
j−1 × 1[0,1])(e

(n+1)
k−1 , 1) (i < k)

= (d
(n−1)
j−1 × 1[0,1])s

(n)
i e

(n)
k

(2) (1)と同様に

s
(n+1)
j−1 d

(n)
j e

(n)
k =

{
(e

(n+1)
k , 0) (k ≤ j − 1)

(e
(n+1)
k , 1) (k ≥ j)

一方,

s
(n+1)
j d

(n)
j e

(n)
k =

{
s
(n+1)
j−1 e

(n+1)
k (k < j)

s
(n+1)
j−1 e

(n+1)
k+1 (k ≥ j)

=

{
(e

(n+1)
k , 0) (k ≤ j − 1)

(e
(n+1)
k , 1) (k ≥ j)

より等しい.

(3)

s(n+1)
n d

(n)
n+1e

(n)
k = s(n+1)

n e
(n)
k

= (e
(n)
k , 0)

= i0e
(n)
k

(4)

s
(n+1)
0 d

(n)
0 e

(n)
k = s

(n+1)
0 e

(n)
k+1

= (e
(n)
k , 1)

= i1e
(n)
k

3



(5) (i > j のとき)

s
(n+1)
i d

(n)
j e

(n)
k =

{
s
(n+1)
i e

(n+1)
k (k < j)

s
(n+1)
i e

(n+1)
k+1 (k ≥ j)

=


(e

(n+1)
k , 0) (k < j)

(e
(n+1)
k+1 , 0) (j ≤ k, k + 1 ≤ i)

(e
(n+1)
k , 1) (k + 1 > i)

=

{
(d

(n−1)
j × 1[0,1])(e

(n+1)
k , 0) (k < i)

(d
(n−1)
j × 1[0,1])(e

(n+1)
k−1 , 1) (i ≤ k)

= (d
(n−1)
j × 1[0,1])s

(n)
i−1e

(n)
k

命題 1.2.2.
∂n+1Φn = −Φn−1∂n + i1∗ − i0∗

証明.

∂n+1Φnσ =
∑

0≤i≤n
0≤j≤n+1

(−1)i+j(σ × 1[0,1])s
(n+1)
i d

(n)
j

=
∑

0≤i<j−1≤n

(−1)i+j(σ × 1[0,1])s
(n+1)
i d

(n)
j

+
∑

0≤i=j−1≤n

(−1)i+j(σ × 1[0,1])s
(n+1)
i d

(n)
j

+
∑

0≤i=j≤n

(−1)i+j(σ × 1[0,1])s
(n+1)
i d

(n)
j

+
∑

0≤j<i≤n

(−1)i+j(σ × 1[0,1])s
(n+1)
i d

(n)
j
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等式のところはすべて j にそろえて, (2)の s
(n+1)
j d

(n)
j−1 = s

(n+1)
j d

(n)
j を用いて,

∂n+1Φnσ =
∑

0≤i<j−1≤n

(−1)i+j(σ × 1[0,1])s
(n+1)
i d

(n)
j

−
∑

0≤j−1≤n

(σ × 1[0,1])s
(n+1)
j d

(n)
j

+
∑

0≤j≤n

(σ × 1[0,1])s
(n+1)
j d

(n)
j

+
∑

0≤j<i≤n

(−1)i+j(σ × 1[0,1])s
(n+1)
i d

(n)
j

右辺第二項第三項を書きだすことで, 打ち消しあって,

∂n+1Φnσ =
∑

0≤i<j−1≤n

(−1)i+j(σ × 1[0,1])s
(n+1)
i d

(n)
j

+ (σ × 1[0,1])s
(n+1)
n+1 d

(n)
n+1 − (σ × 1[0,1])s

(n+1)
0 d

(n)
0

+
∑

0≤j<i≤n

(−1)i+j(σ × 1[0,1])s
(n+1)
i d

(n)
j

(2)の s
(n+1)
j−1 d

(n)
j = s

(n+1)
j d

(n)
j を用いると,

∂n+1Φnσ =
∑

0≤i<j−1≤n

(−1)i+j(σ × 1[0,1])s
(n+1)
i d

(n)
j

+ (σ × 1[0,1])s
(n+1)
n d

(n)
n+1 − (σ × 1[0,1])s

(n+1)
0 d

(n)
0

+
∑

0≤j<i≤n

(−1)i+j(σ × 1[0,1])s
(n+1)
i d

(n)
j

(3)(4)を用いると,

∂n+1Φnσ =
∑

0≤i<j−1≤n

(−1)i+j(σ × 1[0,1])s
(n+1)
i d

(n)
j

+ (σ × 1[0,1])i1 − (σ × 1[0,1])i0

+
∑

0≤j<i≤n

(−1)i+j(σ × 1[0,1])s
(n+1)
i d

(n)
j
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成分を追うと (σ × 1[0,1])iϵ = iϵσ なので,

∂n+1Φnσ =
∑

0≤i<j−1≤n

(−1)i+j(σ × 1[0,1])s
(n+1)
i d

(n)
j

+ i1σ − i0σ

+
∑

0≤j<i≤n

(−1)i+j(σ × 1[0,1])s
(n+1)
i d

(n)
j

第一項に (1), 第四項に (5)を適用すると,

∂n+1Φnσ =
∑

0≤i<j−1≤n

(−1)i+j(σd
(n−1)
j−1 × 1[0,1])s

(n)
i

+ i1σ − i0σ

+
∑

0≤j<i≤n

(−1)i+j(σd
(n−1)
j × 1[0,1])s

(n)
i−1

第一項の j − 1を j, 第四項の i− 1を iに置き換えると,

∂n+1Φnσ =
∑

0≤i<j≤n

(−1)i+j+1(σd
(n−1)
j × 1[0,1])s

(n)
i

+ i1σ − i0σ

+
∑

0≤j<i+1≤n

(−1)i+j+1(σd
(n−1)
j × 1[0,1])s

(n)
i

第一項と第四項をまとめて,

∂n+1Φnσ = −
∑

0≤i≤n−1
0≤j≤n

(−1)i+j(σd
(n−1)
j × 1[0,1])s

(n)
i

+ i1σ − i0σ

Φn−1 の定義より

∂n+1Φnσ = −Φn−1

∑
0≤j≤n

(−1)jσd
(n−1)
j

+ i1σ − i0σ

6



よって
∂n+1Φnσ = −Φn−1∂nσ + i1σ − i0σ

以上により, Φが i0∗を i1∗ に結ぶチェインホモトピーであることが示された.
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