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ゆーぐま

1 体の拡大と Galois群

1.1 体の拡大とその分類

四則演算ができる体系を体というが, その体の構造を保って拡張する体の拡大とい
う概念について学んでいく.

定義 1.1.1(体の拡大) Lを体とする. 体 Lの演算

+ : L× L→ L,× : L× L→ L

に関して Lの部分集合K が部分体となっている, すなわち,

(i) 任意の a, b ∈ K に対して, a+ b, ab ∈ K

(ii) 任意の 0 でない元 a ∈ K に対して, a−1 ∈ K なる元が存在して, aa−1 =

a−1a = 1を満たす.

であるとき, LはK の拡大体である, あるいは L/K は体の拡大であるという.

例 1.1.2. (体の拡大の例) R/Q, C/Rは体の拡大である.

例 1.1.3. (添加した体) L/K を体の拡大とし, S を Lの部分集合とする. K(S)を S

を含むような K の最小の拡大体とする. これを K に S を添加した体とよぶ. このと
き, K(S)/K は体の拡大である. S が有限集合であって S = {s1, . . . , sn}と表される
ときはK(S)をK(s1, . . . , sn)と略記する.

例 1.1.4. (添加した体の例) Q(
√
2)/Q, Q(i)/Qは体の拡大である.

例 1.1.5. (中間体) L/M , M/K が共に体の拡大であるとき, L/K は体の拡大であり,
M を体の拡大 L/K の中間体という. また, L/M/K を体の拡大の列という.
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例題 1.1.6. dを平方因子を持たない, すなわち素因数分解したときに各素数に関
する指数が高々 1である 1でない整数とする. 集合としての等式

Q(
√
d) = {a+ b

√
d | a, b ∈ Q}

を示せ.

解答. Q(
√
d)は定義から a, b ∈ Qを含み,

√
dを含むので, a+ b

√
dも含む. それゆえ,

右辺が左辺に含まれることが従う. 逆向きの包含を示すために, 右辺が体であることを
示す. 右辺の元 a1 + b1

√
d, a2 + b2

√
dに対して,

(a1 + b1
√
d) + (a2 + b2

√
d) = (a1 + a2) + (b1 + b2)

√
d

(a1 + b1
√
d)(a2 + b2

√
d) = (a1a2 + b1b2d) + (a1b2 + a2b1)

√
d

より和と積は右辺に含まれる. また, 右辺の元 a + b
√
d に対して, a

a2 − db2
−

b

a2 − db2

√
d は右辺の元であり (分母が 0 でないことは d が平方因子を持たないこ

とから従う),

(a+ b
√
d)

(
a

a2 − db2
− b

a2 − db2

√
d

)
=

(
a

a2 − db2
− b

a2 − db2

√
d

)
(a+ b

√
d) = 1

であるので, 右辺は体であり,
√
dを含むので, Q(

√
d)の最小性から, 左辺は右辺に含

まれ, 等式が示される. �

例題 1.1.7. 体の拡大 L/K の中間体M1,M2 に対して, M1 ∩M2 とM1 ∪M2 は
常に体であるか. それぞれについて真偽を判定し, 真ならばその理由を示し, 偽な
らば反例を挙げよ.

解答. M1 ∩M2: 真, M1 ∪M2: 偽
M1 ∩ M2 が体であることを示すために, 定義で挙げた条件 (i)(ii) を確認する.

a, b ∈ M1 ∩M2 について, M1,M2 は L の部分体なので, a + b ∈ M1, a + b ∈ M2,
ab ∈M1, ab ∈M2 が同時に成立するため, (i)が成立する. また, 同様にして 0でない
a ∈M1 ∩M2 に対して, a−1 ∈M1, a−1 ∈M2 が同時に言えるため, (ii)が成立するの
で, M1 ∩M2 は体である.

L = R, K = Qとし, M1 = Q(
√
2), M2 = Q(

√
3)とすれば,

√
2 ∈ M1,

√
3 ∈ M2

に対して,
√
6 =
√
2 ·
√
3 /∈M1 ∪M2 であるため, M1 ∪M2 は体でない.
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定義 1.1.8. 体の拡大 L/K の中間体M1,M2 を含む最小の体を合成体と呼び, M1M2

で表す.

例 1.1.9. (合成体の例) 体の拡大 R/Q に関して, M1 = Q(
√
2), M2 = Q(

√
3) のと

き, M1M2 = Q(
√
2,
√
3) = {a+ b

√
2 + c

√
3 + d

√
6 | a, b.c.d ∈ Q}である.

定義 1.1.10. (最小多項式・共役) L/K を体の拡大として, α ∈ L とする. α

を根に持つ K 上のモニック (つまり最高次係数が 1 の) 多項式 f , すなわち,
a0, a1, . . . , an−1 ∈ K で

f(α) = 0, f(x) = xn + an−1x
n−1 + · · ·+ a0

となるような f を α の K 上の最小多項式という. α の最小多項式の根 β があっ
たとき, αと β はK 上で共役であるという.

定義 1.1.11. (拡大の用語) L/K を体の拡大とする. 拡大に関しては以下の用語
がある.

• 拡大次数: Lを K 上ベクトル空間と見たときの次元を拡大次数と呼び, [L : K]

で表す.
• 有限次拡大: 拡大次数 d = [L : K]が有限の時, L/K を有限次拡大という. 特
に, d次拡大という.
• 無限次拡大: 拡大次数 [L : K]が無限の時, L/K を無限次拡大という.
• 代数的・代数拡大: αを Lの元とする. このとき, αが 0でない K 係数の多項
式の根となる, すなわち,

f(α) = 0, f(x) = knx
n + kn−1x

n−1 + · · ·+ k0

となるような多項式 f(x)(nは正整数, k0, . . . , kn ∈ K (kn 6= 0))が存在したと
き, α は K 上代数的であるといい, L の任意の元が K 上代数的であるならば,
拡大 L/K を代数拡大という.
• 超越的・超越拡大: αがK 上超越的であるとは, 代数的でないことである. L/K

が超越拡大とは, 代数拡大でないことを言う.
• 単拡大: α を L の元とする. L = K(α) であったとき, 拡大 L/K を単拡大と
いう.
• 正規拡大: L/K を代数拡大とする. Lの元の K 上の共役がすべて Lに含まれ
るとき, L/K を正規拡大という.
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有限個の元を添加する拡大の時は, 添加した元の最小多項式を調べればよい.
(この事実はここでは証明を行わない)
• 代数閉体・代数閉包: K 係数多項式の根が K にすべて入るような体 K を代数
閉体と言い, K の拡大体で代数閉体である物はちょうど一つ存在し (証明は容
易ではないので略), 代数閉包と言い, K で表す.
• 分離拡大: L/K を代数拡大とする. 任意の α ∈ Lに対して, αの最小多項式が
K 上で重根を持たないとき, L/K を分離拡大という. 正規拡大同様, 有限個の
添加する拡大の時は, 添加した元の最小多項式を調べればよい. (ここでは証明
は行わない)
• 有限次 Galois 拡大: 正規拡大かつ分離拡大である有限次代数拡大を有限次

Galois拡大という.

例題 1.1.12. L/M/K を体の有限次拡大の列とする. [L : K] = [L : M ][M : K]

を示せ.

解答. m = [L : M ], n = [M : K] とする. L の M ベクトル空間としての基
底 {a1, . . . , am}, M の K ベクトル空間としての基底 {b1, . . . , bn} を取る. この時,
{aibj}1≤i≤m,1≤j≤n が基底, すなわち一次独立な生成系となることを示す. Lの任意の
元 lは,

l = (k11b1 + · · ·+ k1nbn)a1 + · · ·+ (km1b1 + · · ·+ kmnbn)am

すなわち,
l =

∑
1≤i≤m,1≤j≤n

kijaibj

となるような kij ∈ K (1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n)が取れる. よって, {aibj}が生成系で
あることは示される. 一方で, 線形独立なことは,

0 =
∑

1≤i≤m,1≤j≤n

cijaibj

但し, cij ∈ K (1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n)を仮定すると,

0 = (c11b1 + · · ·+ c1nbn)a1 + · · ·+ (cm1b1 + · · ·+ cmnbn)am

となるため, {ai}がM -線形独立であることから, 1 ≤ i ≤ mに対して,

ci1b1 + · · ·+ cinbn = 0
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となり, ci1 = · · · = cin = 0 となり, 各係数が 0 になり, {aibj} は線形独立. ゆえに,
{aibj}はmn個の元からなるので,

[L : K] = mn = [L : M ][M : K]

�

例題 1.1.13. (環論の知識が必要となるため飛ばしてもよい) L/K を体の拡大, α
を K 上代数的とし, αの K 上の最小多項式を p(X)とする. f(X) ∈ K[X]の代
表元を [f(X)] ∈ K[X]/(p(X))で表す.

(1) 環の同型 K[X]/(p(X)) ∼= K[α]を構成せよ. 但し, K[α]は K に αを添加
した環で, K[X]はK 係数多項式環である.

(2) K[α] = K(α)を示せ.
(3) B = {[1], [X], . . . , [Xn−1]}がK(X)/(p(X))の基底であることを示せ.
(4) [K(α) : K] = deg pを示せ.

解答.

(1) 環準同型Φ : K[X]→ K[α]を f(X) 7→ f(α)で定める. これが全射で, KerΦ =

(p(X))となることを示す. 全射であることは, 定義から右辺が f(α)の形で表せ
ることから従う. 核を考える為に, f(α) = 0となるような f(X) ∈ K[X]を考
える. f(X)の p(X)による剰余を考えて, f(X) = p(X)q(X) + r(X)(deg r <

deg p)とできるが, αを代入すると, r(α) = 0となるため, 最小多項式の最小性
から, r(X) = 0となるので, f(X)は p(X)で割り切れ, 逆に p(X)で割り切れ
れば核に入ることは明らか. 故に, KerΦ = (p(X)). 故に準同型定理から構成
される同型写像 Φ : K[X]/(p(X))→ K[α]; [f(X)]→ f(α)を得る.

(2) p(X)は既約多項式である. 実際既約でないとすると, 次数の最小性に反してし
まう. 故に, p(X) は既約元なので, 素元であるから, (p(X)) は素イデアルで,
K[X]は PIDだから, (p(X))は極大イデアルになって, K[X]/(p(X)) ∼= K[α]

は体となるから, K[α] = K(α).
(3) 一次独立であることを示す.

n−1∑
k=0

ck[X
k] = 0

を仮定すると, 代入写像は環準同型であるから, 角括弧が外に出せて,
n−1∑
k=0

ckX
k = p(X)q(X)
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となるが, 次数の比較により q = 0となるしかないため,

n−1∑
k=0

ckX
k = 0

となり, ck = 0. 生成系であることは, f(X) ∈ K(X) の p(X) による剰余を
取ることで, f(X) = p(X)q(X) + r(X) ただし, deg r < deg p とできるので,

[f(X)] = [r(X)] =

n−1∑
k=0

rk[X
k]と書けることより従う.

(4) 以上の議論から, K(α)の基底として, {1, α, . . . , αn−1}が取れることが分かる
ため (環準同型で線形独立性が保存される), [K(α) : K] = deg p �

例題 1.1.14. [Q(
√
2) : Q], [C : R], [Q(

√
2 +
√
3) : Q]を求めよ.

解答. Q(
√
2)は Qベクトル空間の基底として {1,

√
2}が取れ (例題 1.1.6, または

√
2

が代数的なことより例題 1.1.13 を用いることができる), C は定義より R ベクトル空
間の基底として, {1, i}が取れるので, [Q(

√
2) : Q] = 2, [C : R] = 2.

√
2 +
√
3の最小

多項式は T 4− 10T 2+1であるので (既約でない, すなわち 1次式と 3次式または 2次
式同士に因数分解できるとして矛盾を導ける), [Q(

√
2 +
√
3) : Q] = 4

例題 1.1.15. (少し難しい) [Q(X) : Q(X + X−1)], [Q(X) : Q(X2 + X−2)],[
Q(X) : Q(X22025 +X−22025)

]
を求めよ.

解答. 拡大 Q(X)/Q(X +X−1)は, X を添加する単拡大である. X の Q(X +X−1)

上最小多項式を考える. すると, T 2 − (X + X−1)T + 1 が最小多項式である. 実際,
一次式が最小多項式だとすると, T − X しかないはずで, X ∈ Q(X + X−1) となる
はずだが, X は X 7→ X−1 で不変ではないので, X /∈ Q(X +X−1)より矛盾. 故に,
[Q(X) : Q(X +X−1)] = 2.
拡大Q(X+X−1)/Q(X2+X−2)は, X+X−1を添加する単拡大である. X+X−1

の Q(X2 + X−2) 上最小多項式を考える. すると, T 2 − 2 − X2 − X−2 が最小多項
式である. 実際, 一次式が最小多項式だとすると, T − X − X−1 しかないはずで,
X + X−1 ∈ Q(X2 + X−2) となるしかないが, S = X + X−1 と置いてしまえば,
Q(X2 +X−2)の元は S2 − 2の多項式の分数環となるので, S = X +X−1 は含まれ
ない. ゆえに, [Q(X +X−1) : Q(X2 +X−2)] = 2. 以上より,

[Q(X) : Q(X2 +X−2)] = [Q(X) : Q(X +X−1)][Q(X +X−1) : Q(X2 +X−2)]

= 2 · 2 = 4
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拡大 Q(X2n + X−2n)/Q(X2n+1

+ X−2n+1

) は, X2n + X−2n を添加する単拡大
である. X2n + X−2n の Q(X2n+1

+ X−2n+1

) 上最小多項式を考える. すると,
T 2 − 2−X2n −X−2n が最小多項式である. これは, 先ほどと同様に示せる. ゆえに,
[Q(X2n +X−2n) : Q(X2n+1

+X−2n+1

)] = 2となり,
[
Q(X) : Q(X22025 +X−22025)

]
は,

[Q(X) : Q(X2 +X−2)]

2024∏
n=1

[Q(X2n +X−2n) : Q(X2n+1

+X−2n+1

)] = 22026

例題 1.1.16. L/K が有限次拡大ならば代数拡大であることと, L/K が超越拡大
ならば無限次拡大であることを示せ.

解答. 後半は前半の対偶なので, 前半のみ示す. 任意の元 α ∈ Lを取り, d = [L : K]

とすると, {1, α, . . . , αd}は d+ 1個であるから, LにおいてK-線形従属なので,

kdα
d + · · ·+ k1α+ k0 = 0

となるような, k0, k1, . . . , kd ∈ K で, いずれかは 0でないようなものが存在するため,
代数拡大である. �

例題 1.1.17. 以下の拡大の中で, (1)-(5)に当てはまるものをそれぞれ全て選択せ
よ. 同じ拡大を選んでもよい. 但し, 素数 pに対し, Fp := Z/pZである.

R/Q, C/R, Q(
√
2)/Q, F2(X)/F2(X

2), Q(21/3)/Q

Q(X,Y )/Q(X), Q(X)/Q(X +X−1)

(1) 代数拡大
(2) 超越拡大
(3) 正規拡大
(4) 分離拡大
(5) 有限次 Galois拡大

解答.

(1) C/R, Q(
√
2)/Q, F2(X)/F2(X

2), Q(21/3)/Q, Q(X)/Q(X +X−1)

(2) R/Q, Q(X,Y )/Q(X)

(3) C/R, Q(
√
2)/Q, F2(X)/F2(X

2), Q(X)/Q(X +X−1)
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(4) C/R, Q(
√
2)/Q, Q(21/3)/Q, Q(X)/Q(X +X−1)

(5) C/R, Q(
√
2)/Q, Q(X)/Q(X +X−1)

R/Q, Q(X,Y )/Q(X)が超越的であるのは, それぞれ π(超越数でよい), Y が超越的で
あるからである. C/R, Q(

√
2)/Q, Q(X)/Q(X +X−1)が Galois拡大なのは, それぞ

れ i,
√
2, X の単拡大であることから, これらの最小多項式の根が分離的で, なおかつ

すべて拡大体に入ってることが確かめられるためである. F2(X)/F2(X
2), Q(21/3)/Q

についてみていく. まず, F2(X)/F2(X
2)が正規であり分離的でないであることは, ま

ずこれがX を添加する単拡大であることを考える. X の最小多項式は T 2−X2である
が, X+X = 2X = 0より, X = −X なので, T 2−X2 = (T−X)(T+X) = (T−X)2

となり, 共役はすべて F2(X) に入っており正規だが, 重根を持ち, 分離的でない. 一
方で, Q(21/3)/Q は 21/3 の最小多項式は T 3 − 2 なので, 1 の虚三乗根を ω として,
T = 21/3, ω · 21/3, ω2 · 21/3 となるしかないが, ω · 21/3 は Q(21/3)には入らないので,
正規ではないが, 重根はないので分離的である.

1.2 Galois群

体の有限次 Galois拡大の列に対しては実は Galois群という群の列が対応付けられ
るという Galois理論の要を見ていく.

定義 1.2.1. (体の同型写像) K,Lを体とする. この時, 写像 σ : K → Lが体準同
型写像であるとは,

(i) σ(a+ b) = σ(a) + σ(b)

(ii) σ(ab) = σ(a)σ(b)

(iii) σ(1K) = 1L

が成立することである. この時, σ(0K) = 0L が成立する. 体の準同型写像が全単
射であるとき, 同型写像であるといい, K → L の同型写像が存在する場合は, K
と Lは同型であるという.

例 1.2.2. 埋め込み写像 ι : Q→ R; x 7→ xは単射な準同型である.

例 1.2.3. 恒等写像 id : Q→ Q; x 7→ xは同型である.

例 1.2.4. ι : Q(i) → C; a + bi 7→ a − bi (a, b ∈ R)は単射な準同型である. これは,
複素数 z, w に対して, zw = z · w, z + w = z + wであることから従う.
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定義 1.2.5. (体の自己同型写像, Galois群) 体K の自己同型写像とは, 定義域が
一致した体の同型写像 σ : K → K のことである.

L/K を体の拡大とする. このとき, K の元を固定する L の自己同型写像
σ : L→ Lとは, 任意の k ∈ K に対して,

σ(k) = k

となるようなものである. K の元を固定する L の自己同型写像全体が群をなし,
Aut(L/K)と書かれる. 特に, L/K が (有限次)Galois拡大であるとき, Gal(L/K)

と書かれ, Galois群と呼ばれる.

例 1.2.6. Galois拡大 C/Rに関して, その Galois群を求めよう. Rを固定するような
自己同型写像 σ : C → Cを考える. この時, 実数 aに対しては, σ(a) = aである. C
の元は a, b ∈ Rを用いて, a+ ibと書け,

σ(a+ ib) = σ(a) + σ(i)σ(b) = a+ σ(i)b (∗)

なので, 結局 σ(i) の行き先を定めてしまえばよい. ここで, i の R 上の最小多項式
f(T ) = T 2 + 1を考えると,

σ(f(T )) = σ(T 2 + 1) = σ(T )2 + 1

これに iを代入すると, f(i) = 0なので,

σ(i)2 + 1 = 0

となり, これを解くと, σ(i) = ±iとするしかなくなる. よって, (∗)より, σ(a+ ib) =

a+ ibまたは複素共役を取る操作 σ(a+ ib) = a− ibとするしかない. よって, 複素共
役を取る写像を φと置くと, Gal(C/R) = {φ} = 〈φ〉となる.

例題 1.2.7. (有限次正規拡大の意義 1/2) L/Kを体の有限次拡大, σ ∈ Aut(L/K)

として, αがK 上代数的とする.

(i) σ(α)がK 上代数的であることを示せ.
(ii) β ∈ L が α と K 上共役であったとする. K(α) ∼= K(β) を示せ. (ヒント:
例 1.1.13(1))

(iii) また, [L : K(α)] > 1であり, γ1 ∈ L \K(α)とする. γ1 の最小多項式を考
え, φ(α) = β となるような単射準同型で, φ : K(α, γ1) → Lとなるような
ものを作れ.
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(iv) [L : K(α)] がどのようなときにも, φ(α) = β となるような単射準同型で,
φ : L→ Lとなるようなものが存在することを示せ.

解答.

(i) αがK 上代数的ならば,

knα
n + kn−1α

n−1 + · · ·+ k0 = 0

となるような多項式 f(X) =
n∑

i=0

kiX
i(ki ∈ K)が存在するから, 両辺 f に入れ

ると, σ はK を固定する体準同型だから,

knσ(α)
n + kn−1σ(α)

n−1 + · · ·+ k0 = 0

となり, f(σ(α)) = 0となり, σ(α)はK 上代数的.
(ii) K(α) と K(β) は最小多項式が同じなので, 最小多項式を p(X) と置くと,

K(α) ∼= K(X)/p(X) ∼= K(β). 具体的な同型は α 7→ β によって与えられる.

(iii) γ1 の K(α) 上の最小多項式を p1(X) =
n∑

i=0

p1iX
n と置いて, p′1(X) =

n∑
i=0

σ(p1i)X
n も上の同型から K(β)上の最小多項式となって, その根を一つ選

んで (L は代数閉体), γ′
1 とすれば, φ(γ1) = γ′

1 とすれば, 生成元の行き先が決
まり, K-線形写像と見たときに, 基底の行き先がすべて別となるので, 単射な φ

が構成できる.
(iv) (iii)を繰り返し行う, つまり γk ∈ L \K(α, γ1, . . . , γk−1)を添加し続けること

によって, 拡大次数を小さくすることができ, 拡大次数が 1の時は, それらの体
は一致するので, 十分大きな nに対して, φ : L = (α, γ1, . . . , γn)→ Lを構成す
ることができる. �

この例題から以下の系が従う.

系 1.2.8. (有限次正規拡大の意義 2/2) L/Kが有限次正規拡大だった時, α, β ∈ L

に対し, 以下は同値である:

(i) αと β はK 上共役
(ii) φ(α) = β なる体の自己同型 φ : L→ Lが存在する.
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証明. (ii)⇒(i)は例題 1.2.7(i)から従う. (i)⇒(ii)は例題 1.2.7(iv)から φ : L → Lが
存在し, あとは φ(L) = L を示せばいいが, φ(L) ⊂ L は正規性から共役が L に入る
ので上の定理の証明を L でなく L ですることができ, 終域を制限して φ : L → L に
なって, K-線形写像で次元が同じ空間への写像とみなすと, 単射性と全単射性が同値
になって同型となり題意は示される.

例題 1.2.9. (有限次分離拡大の意義 1/3, Rotman演習 83改)
M/K を有限次拡大とする. 拡大 L/M で Lがある多項式 f(X) ∈ K(X)の分

解体, すなわち f(X)が根 αi を用いて一次式 X − αi と c ∈ Lの積に分解できる
ものが存在することを示したい.

(i) M/K は代数的で, α1, . . . , αn ∈ M で, M = K(α1, . . . , αn)となるような
ものが存在する.

(ii) pi(X) ∈ K[X] が αi の最小多項式とする. f(X) = p1(X) · · · pn(X) の分
解体 Lが存在することを証明せよ. 但し, 代数閉包の存在は認めてよい.

解答.

(i) M/K は有限次拡大なので代数拡大 (例題 1.1.16). α1 ∈ M \ K を取って,
[M : K] = [M : K(α1)][K(α1) : K] となり, [K(α1) : K] > 1 となるから,
[M : K] > [M : K(α1)]となる. 同様に, αk+1 ∈ M \K(α1, . . . , αk)を添加し
ていくと,

[M : K] > [M : K(α1)] > [M : K(α1, α2)] > · · ·

となり拡大次数は正整数なので,十分大きい nに対して, [M : K(α1, · · · , αn)] =

1となりM = K(α1, · · · , αn)となる.
(ii) 代数閉包K から, pi(X)の根を全て選んですべてK に添加すれば, Lが構成で
きる.

例題 1.2.10. (有限次分離拡大の意義 2/3) K を無限体とし, α, β ∈ K として, β
をK 上分離的, すなわち最小多項式が重根を持たないとして, K(α, β)について考
える. 以下, 最小多項式の存在は仮定してよい.

(i) T =
{
t | 0 = α− α′ + t(β − β′)但し α′, β′ は α, β のK 上共役, β 6= β′}

が有限集合なことに注意し, K \ T が空でないことを示せ.
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(ii) t ∈ K \ T とし, γ = α + tβ とする. β /∈ K(γ)を仮定する. β の K(γ)上
共役が β 以外にも存在することを示せ. (ヒント: 例題 1.1.13(iv))

(iii) (ii)で存在が保証される β の K(γ)上共役を β′ とする. p(X)を α の最小
多項式とし, P (X) = p(γ − tX) に対して P (β) = P (β′) = 0を示せ.

(iv) γ = α′ + tβ′ となるように α′ を取れることと, β′ が β の K 上共役である
ことを示せ.

(v) t ∈ T を示して, (ii) の仮定は誤りであることを示すことによって,
K(α, β) = K(γ)を示せ.

解答.

(i) 共役は有限個 (無限個を仮定すると最小多項式の存在に矛盾)なので, T は有限
集合で, K は無限集合なので, K \ T は空でない.

(ii) 拡大K(β, γ)/K(γ)を考えると, β の最小多項式はK 上分離的であり, K(γ)上
でも分離的であるので, β の最小多項式の根の個数と次数は一致するので, これ
は拡大次数 [K(β, γ) : K(γ)]とも一致するが, β /∈ K(γ)より, これは 1より大
きいので, β 以外の共役も存在する.

(iii)
P (β) = p(γ − tβ) = p(α) = 0

となり, さらに, β′ はK(γ)上の β の共役なので, K(γ)多項式 P (X)は β の最
小多項式で割れて (割れないとすると剰余が次数が最小多項式より小さくなっ
てしまい矛盾), P (β′) = 0.

(iv) α′ = γ − tβ′ とすればよい. β の最小多項式は K(γ)上より K 上の方が (係数
に制限がかかるため) 次数が大きくなるから, β′ が β が K(γ) 上の共役である
ので, K 上共役でもある.

(v) 0 = γ− γ = (α−α′)+ t(β−β′)より, t ∈ T なので, これはK \T に矛盾して,
β ∈ K(γ)となり, β ∈ K(γ)と α = γ − tβ ∈ K(γ)となり, K(α, β) ⊂ K(γ).
逆向きの包含は γ の定義から明らか. �

例題 1.2.11. (有限次分離拡大の意義 3/3, 原始元定理)
K を無限体, L/K を体の有限次分離拡大とする. L/K が単拡大であることを
示せ.

解答. 例題 1.2.9(i)より, L = K(α1, . . . , αn)と書け, 分離拡大なので, 各 αi は分離的
なので, 例題 1.2.10を繰り返し使うことにより, 一つの元にまとめることができ, 単拡
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大である.

注意 1.2.12. 有限体でも同様の定理が成立するが, 別の証明が必要となるため, ここ
では省略する.

以上の系 1.2.8.と例題 1.2.11から, 有限次 Galois拡大の拡大次数と Galois群の位
数が結び付けられることが分かる.

例題 1.2.13. (拡大次数と位数, 少し難しい)
L/K を体の有限次 Galois拡大とする. |Gal(L/K)| = [L : K]を示せ.

解答. L/K は有限次分離拡大なので, 例題 1.2.11 から, 単拡大, すなわち L = K(α)

とできるが, α の最小多項式 p(X) を考えると, 共役の個数は分離拡大なのでその次
数と一致し, 系 1.2.8. から K を固定するような L の自己同型は α の像 (これは例題
1.2.7.(i)の議論を αの最小多項式 p(X)に適用して, αと共役となる)と対応付けられ
るので, |Gal(L/K)|は共役の個数と一致する. 故に, 例題 1.1.13(iv)を用いて,

|Gal(L/K)| = deg p = [L : K]

�

この例題により, 以下の重要な定理が示せる.

定理 1.2.14. (Galois理論の基本定理)
L/K を有限次 Galois拡大, G = Gal(L/K)とする. L/K の中間体全体の集合を
Lat(L/K), Gの部分群全体を Sub(G)とするとこれらには 1対 1対応がある.

Φ : Sub(G)→ Lat(L/K);H 7→ LH := {x ∈ L | ∀σ ∈ H,σ(x) = x}

Ψ : Lat(L/K)→ Sub(G);M 7→ Gal(L/M)

は互いの逆写像になり, 特に全単射となる. また, H1 ⊂ H2 ならば Φ(H1) ⊃
Φ(H2)のように順序を逆にする写像になる.

証明. 順序を逆にすることは, 固定するものが多くなれば自己同型は減るので明らか.
Φ ◦Ψ = Idを示す. 定義よりM ⊂ LGal(L/M) で,

[L : M ] = [L : LGal(L/M)][LGal(L/M) : M ] ≥ [L : LGal(L/M)] = |Gal(L/M)| = [L : M ]

から, [LGal(L/M) : M ] = 1なので, M = LGal(L/M). Ψ ◦ Φ = Idを示す. Gの部分群
H に関して, L/LH が Galois拡大で, Gal(L/LH) ⊃ H を示す. X ∈ Lの H による
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軌道を H ·X と表すと,
fX(T ) =

∏
X̃∈H·X

(T − X̃)

は X を根に持つ重根を持たない LH 係数 (各係数は H ·X の元の対称式になるため
H の作用で不変)多項式だから, L/LH は分離拡大で,

[LH(X) : LH ] ≤ |H| (∗1)

となる. ここで, [LH(X) : LH ] が最大となるような X ∈ L を Xmax と置くと,
LH(Xmax) = Lとなることが示せる. (ヒント: 背理法, 例題 1.2.9(i)) Xmax の最小多
項式 g(T )を考えると, 異なる σ, τ ∈ H に関して, Xmax の像は異なるから,

|H| ≤ (yの共役の個数)
分離的
= deg g = [L : LH ] (∗2)

となって, (∗1)(∗2) より, |H| = [L : LH ]. H ⊂ Gal(L/LH) は明らかだから,
H = Gal(L/LH). なお, 写像の well-defined性だが, σが自己同型だから, 固定される
元は和と積, 乗法逆元についても固定されるので, Φ は well-defined. L/M は有限次
なのは明らかで, 正規拡大・分離拡大なのは, 上で示したとおりである. �

基本定理の嬉しさは, 中間体の様子を, 部分群と対応付けて書くことができるという
点にある.

例 1.2.15. 体の拡大 Q(
√
2,
√
3)/Qの中間体M を全て決定しよう. σ ∈ Gal(M/Q)

を考えると,
[Q(
√
2,
√
3) : Q] = 4

となり, Galois群は
σ(
√
2) = −

√
2, σ(
√
3) =

√
3

τ(
√
2) =

√
2, τ(
√
3) = −

√
3

となるような体自己同型 σ, τ を用いて,

G = 〈σ, τ | σ2 = id, τ2 = id, στ = τσ〉

と表示できる. 〈id〉, 〈σ〉, 〈τ〉, 〈στ〉に対応する中間体は, 上記定理の Φを見ることで,
それぞれ,

Q(
√
2,
√
3),Q(

√
3),Q(

√
2),Q(

√
6)

が分かる.
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2 群コホモロジー

2.1 群の加群

群の性質を見るためには, Galois群のように, 何かに作用させることが重要である.
そこで, 体だけではなく, Abel群に群を作用させてみることを考える.

定義 2.1.1. (群の加群) Gを群とする. (左)G加群M とは,　 Abel群M と, 作
用と呼ばれる写像 · : G×M →M で, g ∈ Gと a, b ∈M に対して,

(i) g · (a+ b) = g · a+ g · b
(ii) (gh) · a = g · (h · a)
(iii) eG · a = a

となるようなものの組である. 但し Abel群を加法群として書いたが, 乗法として
記す場合は

(i) g · (ab) = (g · a)(g · b)
(ii) (gh) · a = g · (h · a)
(iii) eG · a = a

となることに注意しよう.

例 2.1.2. (Hilbertの定理 90で使う例 1) L/K を体の拡大とする. L× := L \ {0}
の乗法に関する Abel群 L× は, σ ∈ Gal(L/K)と l ∈ L× に対して,

σ · l = σ(l)

とすれば, 左 Gal(L/K)加群である.

例 2.1.3. (Hilbertの定理 90で使う例 2) L/K を体の拡大とする. Lの加法に関す
る Abel群 Lは, σ ∈ Gal(L/K)と l ∈ Lに対して,

σ · l = σ(l)

とすれば, 左 Gal(L/K)加群である.

群の表現を知っている場合は, 以下のような例もある:

例 2.1.4. (群の表現と G-加群) (V, ρ)を群 Gの表現とする. この時,

g · v = ρ(g)v
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とすれば線形空間 V を Abel群とみなした時, 左 G加群である.

2.2 ホモロジー・コホモロジー

Abel群などの環の加群を調べる手段としてよく使われる手法が, ホモロジー, コホ
モロジーである. まず, ホモロジーとコホモロジーが現れるチェイン複体, コチェイン
複体について解説していく.

定義 2.2.1. チェイン複体 C∗ とは整数で添字づけられた加群の列 {Cq}q∈Z とそ
の間の準同型 ∂q : Cq → Cq−1 の組で, 準同型として

∂q ◦ ∂q+1 = 0 (∀q ∈ Z)

という関係式を満たす

C∗ : · · · ∂q+2−−−→ Cq+1
∂q+1−−−→ Cq

∂q−→ · · · ∂2−→ C1
∂1−→ C0

∂0−→ C−1
∂−1−−→ · · ·

のようなものを言う.
また, コチェイン複体 C∗ とは整数で添字づけられた加群の列 {Cq}q∈Z とその

間の準同型 dq : Cq → Cq+1 の組で, 準同型として

dq+1 ◦ dq = 0 (∀q ∈ Z)

という関係式を満たす

C∗ : · · · dq+2

←−−− Cq+1 dq+1

←−−− Cq dq

←− · · · d2

←− C1 d1

←− C0 d0

←− C−1 d−1

←−− · · ·

のようなものを言う.

例 2.2.2. (群のコチェイン複体) G を群とし, M を左 G-加群とする. この時,
Cq(G,M) を Gq から M への写像全体のなす Abel 群とする. ただし, q = 0 の
時 C0(G,M) を 0 から M の写像全体, q < 0 の時, Cq(G,M) = 0 とし, 　準同型
dq+1 : Cq(G,M)→ Cq+1(G,M)を f ∈ Cq(G,M)に対して,

(dq+1f)(g1, . . . , gq+1) := g1 · f(g2 . . . , gq+1) +

q∑
i=1

(−1)if(g1, . . . , gigi+1, . . . , gq+1)

+(−1)q+1f(g1, . . . , gq)

ただし,
(d1f)(g1) = g1f(0)− f(0)
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とみなす. すると, これはコチェイン複体になる.(計算は煩雑になるが単純に計算すれ
ば示せる)

他の例は, 単体複体, 胞体複体, 特異ホモロジー, Čechコホモロジー, de Rhamコホ
モロジーなどで調べると良い.

例題 2.2.3. コチェイン複体 C∗ に関して, Cq の部分加群 Zq = Ker dq, Bq =

Im dq+1 に関して, Zq ⊃ Bq を示せ. なお, Zq, Bq の元はコサイクル, コバウンダ
リと呼ばれる.

解答. Zq の元は, Cq+1 の元mを用いて, dq+1(m)と表せるため, これは

dq ◦ dq+1(m) = 0

より, dq+1(m) ∈ Ker dq = Zq より示された. �

この例題より, コホモロジー群と呼ばれる群を定義したくなる. これは, 準同型の核と
像がどれだけ差を持っているかというデータを持っている.

定義 2.2.4. Hq = Zq/Bq = Ker d/Im dはコホモロジー群と呼ばれる. ホモロジー群
も同様に, Hq = Zq/Bq = Ker ∂/Im ∂ と定義する.

例題 2.2.5. Gを群, M を Abel群とする.群のコチェイン複体 C∗(G,M)に関し
て, Z1(G,M), B1(G,M)を書き下せ. また, H1(G,M) = 0(乗法群としてみるな
らば 1)となるのはどのようなときか.

解答. 連結準同型は,
(d1f)(g1) = g1f(0)− f(0)

(d2f)(g1, g2) = g1f(g2)− f(g1g2) + f(g1)

となるので,

Z1(G,M) = {f ∈ C1(G,M) | ∀g1, g2 ∈ G, g1f(g2)− f(g1g2) + f(g1) = 0}

B1(G,M) = {f ∈ C1(G,M) | ∃m ∈M,f(g1) = g1m−m}

H1(G,M) = 0 となるのは, Z1(G,M) ⊂ B1(G,M) という事だから, Z1(G,M) =

B1(G,M)の時. すなわち, f ∈ C1(G,M)に対して,

∀g1, g2 ∈ G, g1f(g2)− f(g1g2) + f(g1) = 0

–17–
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と
∃m ∈M,f(g1) = g1m−m

が同値になる時である. なお乗法群の時は

Z1(G,M) = {f ∈ C1(G,M) | ∀g1, g2 ∈ G, (g1 · f(g2))f(g1g2)−1f(g1) = 1}

B1(G,M) = {f ∈ C1(G,M) | ∃m ∈M,f(g1) = (g1 ·m)m−1}

となる.

2.3 Hilbertの定理 90

準備ができたので, 早速本定理の主張を見ていこう.

定 理 2.3.1. (Hilbert の 定 理 90) H1(Gal(L/K), L×) = {1},
H1(Gal(L/K), L) = {0}

つまり, L×, L の左 Gal(L/K) 加群の 1 次のコホモロジーが消滅すること, あるい
は同じことだが, Ker d1 = Im d1 という事を主張している. 証明に移る前に,　この定
理の強力さを見てみよう.

例題 2.3.2. (Hilbertの定理 90と Pythagoras数)
H1(Gal(Q(i)/Q),Q(i)×) = {1}から, x2 + y2 = 1となるようなどちらかが 0

でない有理数の組 (x, y)の条件を, ある u+ vi ∈ Q(i)に関する条件として表せ.

解答. まず f ∈ Z1(Gal(Q(i)/Q),Q(i)×) という条件は, σ を複素共役, α = f(σ) ∈
Q(i)× とすると, i, j = 0, 1として,

σif(σj)f(σi) = f(σiσj)

i = 0または j = 0のときは明らかに成り立つから,

ασ(α) = f(id) = 1

すなわち
αα = 1

という条件になる. 次に, f ∈ B1(Gal(Q(i)/Q),Q(i)×) という条件は, ∃ϕ ∈
C0(G,M)で, z = ϕ(1) ∈ Q(i)× とすると,

α = f(σ) = (d1ϕ)(σ) =
σ(z)

z
=

z

z
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を満たすという条件に書き換えられる. α = x+ yiと置くと,

x2 + y2 = 1⇔ ∃u+ vi ∈ Q(i), x+ yi =
u− vi

u+ vi
=

u2 − v2 − 2uvi

u2 + v2

よって, 分母の最大公約数を掛けることで, Pythagoras数を全て求めることができる.
さて, 本定理の証明に移ろう. 一つ補題を用意する.

例題 2.3.3. (Dedekindの補題) K,Lを体, χ1, · · · , χn をK → Lの乗法を保つ
(χ(ab) = χ(a)χ(b))準同型とする. この時, χ1, · · · , χn は L-ベクトル空間の元と
して一次独立であることを帰納法と背理法で示せ.

証明. n = 1の時明らか. n ≤ k − 1の時成立すると仮定して, 背理法で n = k の時を
示す.

a1χ1 + a2χ2 + · · ·+ anχn = 0

となるような, いずれかは 0 でないような a1, . . . , an が存在すると仮定する. ai = 0

となる iがあるとすると, 帰納法の仮定からすべて 0となり矛盾. よってすべての iに
対して ai 6= 0を仮定してよい. χ1(α) 6= χ2(α)となるような αを取って,

a2(χ1(α)− χ2(α))χ2(x) + · · ·+ a2(χ1(α)− χn(α))χn(x) = 0

しかし帰納法の仮定により, χ1(α) = χ2(α)となり矛盾. �

(本定理の証明, 計算はところどころ省略している) f ∈ Z1(Gal(L/K), L) を取
ると, Dedekind の補題の対偶から,

∑
τ∈Gal(L/K)

τ(ξ) 6= 0 なる x ∈ L が存在して,

η =
∑

τ∈Gal(L/K)

τ(ξ)は Gal(L/K)の作用に関して不変で,

∑
ρ∈Gal(L/K)

ρ(−η−1ξ) = −η−1
∑

ρ∈Gal(L/K)

ρ(ξ) = −1

β =
∑

τ∈Gal(L/K)

f(τ)τ(−η−1ξ)とすれば,

−f(σ) =
∑

ρ∈Gal(L/K)

f(σ)ρ(−η−1ξ)

一方で, h ∈ Z1(Gal(L/K), L)つまり, f(στ) = σf(τ) + f(σ)に注意して計算すると,

β − σ(β) =
∑

ρ∈Gal(L/K)

f(σ)ρ(−η−1ξ)
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が示せるので, f(σ) = σ(β)− β ∈ B1(Gal(L/K), L).
一方で乗法群については, h ∈ Z1(Gal(L/K), L×)とすると, Dedekindの補題の対

偶から, ∑
τ∈Gal(L/K)

h(τ)τ(α) 6= 0

なる α ∈ L× が存在して, σ ∈ Gal(L/K) に対して, β =
∑

τ∈Gal(L/K)

h(τ)τ(α) と置

くと,

σ(β) =
∑

τ∈Gal(L/K)

σ(h(τ))στ(α)

=
∑

τ∈Gal(L/K)

h(στ)h(σ)−1τ(α) (h ∈ Z1(Gal(L/K), L×)を用いた.)

= h(σ)−1
∑

τ∈Gal(L/K)

h(στ)τ(α)

= h(σ)−1β ∈ B1(Gal(L/K), L×)

以上により本定理が示される. �
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